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Аннотация. Рассмотрено введенное авторами ранее понятие центра n-симметрии 

пространственного тела. Указано, что частными случаями этого общего понятия являются 

центр s-симметрии (центр 0-симметрии) и центр c-симметрии (центр 1-симметрии). 

Установленный ранее критерий совпадения центра s-симметрии выпуклого простран-

ственного тела с началом координат перенесен на общий случай n-симметрии. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Многообразие методов и технологий механической и физико-технической обработ-

ки деталей машин представлено в работах [1–13]. Выбор из этого многообразия тех или 

иных конкретных методов или технологий в каждом отдельном случае может зависеть от 

характера распределения массы внутри обрабатываемой детали. Так, например, такое 

распределение важно учитывать при изготовлении и балансировке вращающихся деталей 

электрических машин, качество исполнения которых обусловливает длительность их 

безаварийной работы.  

Распределение массы внутри детали описывает соответствующая функция 

плотности, поэтому представляется естественным изучение свойств функции плотности и 

прежде всего тех из них, которые связаны с каким-либо видом симметрии. В работах             

[14–20, 25–27] рассматривались вопросы симметрии функции плотности, зависящей от 

двух переменных, и в зависимости от этого изучались плоские детали (которые в рамках 

определений из [16] представляют собой пластины). В статьях [21–24, 28] разбираемая 

функция плотности обусловливается уже тремя переменными. Таким образом, в этих 

работах предметом изучения выступают объемные детали (то есть, согласно определениям 

из [28], тела). 

Настоящая статья продолжает исследования симметрии пространственных тел. В 

работах [14–24] рассматривались два вида симметрии пространственных тел: s-симметрия 

и c-симметрия. В работе [28] было предложено общее определение n-симметрии 

пространственного тела, такое, что s-симметрия оказывается 0-симметрией (частным 

случаем n-симметрии, соответствующим значению n = 0), а c-симметрия – 1-симметрией 
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(частным случаем n-симметрии, соответствующим значению n = 1). В статье [24] был 

установлен достаточный критерий совпадения центра s-симметрии выпуклого 

пространственного тела с началом координат. В настоящей работе этот критерий 

переносится на общий случай n-симметрии (следует также отметить, что данный результат 

представляет собой в то же время перенос на случай функции трех переменных 

аналогичного результата, полученного в работе [27] для случая функции двух 

переменных). 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБОСНОВАНИЯ 
Рассматривается трехмерное евклидово пространство. Под областью понимается 

замкнутая область этого пространства, ограниченная некоторой поверхностью (которая 

называется границей этой области и также считается ее частью). Точки области, не 

лежащие на ее границе, являются внутренними точками этой области. Область считается 

выпуклой, если всякая прямая, проведенная через любую внутреннюю точку этой области, 

пересекает ее границу ровно в двух точках. Область V1 называется подобластью области 

V, если V1  V, область V вместе с определенной в этой области непрерывной 

неотрицательной функцией (функцией плотности) называется телом D, подобласть 

области V вместе с соответствующим ограничением функции плотности – подтелом тела 

D. 

Функцию плотности тела D будем записывать в виде ),,( f , считая заданной 

подходящую сферическую систему координат (отметим, что при переходе от одной 

системы координат к другой выражение функции ),,( f  через координаты изменяется, 

хотя сама функция, как функция точки, остается неизменной). 

Если в пространстве заданы плоскость П и тело D с областью V и функцией 

плотности ),,( f , то моментом n-го порядка тела D относительно плоскости П 

называется  

 

V

2 sin),,(),,()D(  dddfRM
n

n , 

где ),,( R  – расстояние от точки ),,(   до плоскости П. 

Заметим, что значение момента )D(nM  не зависит от выбора системы координат, 

поскольку функции ),,( f  и ),,( R  при заданной плоскости П являются 

функциями точки тела D.  

Отдельно следует рассмотреть моменты нулевого и первого порядков. Момент 

нулевого порядка тела D не зависит от плоскости П и равен массе тела D:  

  D)(sin),,(sin),,(),,()D(

V

2

V

20
0 mdddfdddfRM    . 

Момент первого порядка тела D относительно плоскости П представляет собой 

статический момент тела D относительно плоскости П:  



V

2
1 sin),,(),,()D(  dddfRM . 

  



  № 2 (18), 2023            Вестник Тверского государственного технического университета 

                                       Серия «Строительство. Электротехника и химические технологии» 

 

66 

 

В соответствии с [28] плоскость является плоскостью n-симметрии тела D, если она 

делит тело D на два подтела – D1 и D2 – так, что )D()D( 21 nn MM  . Точка будет центром 

n-симметрии тела D, если всякая проведенная через нее плоскость – плоскость                                 

n-симметрии тела D. Вообще говоря, центр n-симметрии тела D существует не всегда. 

Согласно определениям из статьи [23], центр 0-симметрии тела D представляет собой 

центр полумасс этого тела, а центр 1-симметрии является его центром масс; при этом в 

той же статье показано, что центр масс тела D всегда существует, в то время как его центр 

полумасс может не существовать. 

Предполагается, что переменные  ,  и   функции ),,( f  могут меняться в 

следующих пределах:  0 ,   ,  0 . Принимается также, что эта 

функция имеет период 2π по переменной φ. Это значит, что равенство 

),2,(),,(   ff  выполнено для любых значений ρ,φ и  , принадлежащих 

соответствующей области определения (если изначально функция плотности найдена 

только для значений аргумента   из некоторого промежутка длиной 2π, то она 

автоматически продолжается до периодической по переменной   с периодом 2π). 

Функцию углов сферической системы координат ),( F  называем 

центросимметричной, если ),(),(   FF  при каком угодно значении   и 

каком угодно   ;0 . В силу этого определения при любых значениях   и любом 

  ;0  

  ),2()(,)(),(),(   FFFF , 

то есть центросимметричная функция имеет период 2π по переменной  . 

Лемма. Пусть начало сферической системы координат является внутренней 

точкой некоторой выпуклой области V тела D с функцией плотности ),,( f , 

),( r  – расстояние от данного начала координат до границы области вдоль луча,  

определяемого углами  и  , и функция этих углов 


),(

0

2),,(),(





r
n

n dfF   

центросимметрична. Тогда тело D имеет центр n-симметрии в начале координат. 

Доказательство. Пусть выполнены условия леммы и плоскость П, проведенная 

через начало координат, делит тело D на два подтела – D1 и D2 – с областями V1 и V2 

соответственно. Расстояние ),,( R  от точки ),,(   до плоскости П при заданных 

углах   и   пропорционально  , что очевидно. Кроме того, при каждом фиксированном 

  функция ),,( R  углов   и   есть функция центросимметричная (это следует из 

симметрии плоскости П относительно начала координат). Таким образом, 

),(),,(  kR  , где ),( k – коэффициент пропорциональности, представляющий 

собой центросимметричную функцию углов   и  . 

Вычисление момента n-го порядка тела D1 относительно плоскости П будет 

выглядеть следующим образом: 
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где )(  – угол между лучом, представляющим собой пересечение полуплоскости 

const  с плоскостью П, и вертикальной осью сферической системы координат (легко 

видеть, что )()(    при любом значении угла  ). 

С другой стороны, момент n-го порядка тела D2 относительно плоскости П может 

вычисляться так: 
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Таким образом, выражения для моментов )D( 1nM  и )D( 2nM  отличаются только 

обозначениями переменных интегрирования и, следовательно, одинаковы. Это значит, что 
плоскость П является плоскостью n-симметрии тела D. Поскольку плоскость П была 
проведена через начало координат произвольно, то начало координат выступает центром 
n-симметрии тела D, что и требовалось доказать. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Доказанная лемма распространяет достаточный критерий, установленный в статье 

[24] для 0-симметрии (то есть для s-симметрии), на общий случай n-симметрии. Принятое 

в настоящей работе требование неотрицательности функции ),,( f  является 

естественным, поскольку эта функция понимается как функция плотности тела D. Между 
тем, установленная лемма останется справедливой и без этого ограничения. Однако в этом 
случае придется иметь дело с телами отрицательной плотности или же (что менее удобно, 
но более правильно) использовать подход, принятый в работе [24]. В этой статье понятие 
пространственного тела не используется: рассматриваются центры симметрии функции 
трех переменных, определенной в выпуклой области пространства. Следует отметить, что 
разница между двумя подходами непринципиальна, и все результаты могут быть 
сформулированы как в рамках одной, так и в рамках другой терминологии. 
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Abstract. The concept of the center of n-symmetry of a spatial body introduced by the 
authors earlier is considered. It is indicated that special cases of this general concept are the 
center of s-symmetry (the center of 0-symmetry) and the center of c-symmetry (the center of 1-
symmetry). The previously established criterion for the coincidence of the center of s-symmetry 
of a convex spatial body with the origin of coordinates is transferred to the general case of n-
symmetry. 
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