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Аннотация. В статье на случай пространства переносено общее понятие                        

n-симметрии. Рассмотрены вопросы n-симметрии пространственного тела. Введено 
понятие центра n-симметрии тела. 
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ВВЕДЕНИЕ 

На данный момент имеется большой выбор технологий для механической и физико-
технической обработки деталей машин (о богатстве этого выбора можно составить 
представление по названиям [1–13]). При этом выбор той или иной технологии в каждом 
отдельном случае определенным образом зависит от характера распределения массы 
внутри обрабатываемой детали. Поэтому представляет интерес изучение свойств 
указанного распределения, в том числе и тех, которые обусловлены тем или иным видом 
симметрии. С этой точки зрения в работах [14–20, 25–27] изучались плоские детали, 
называемые пластинами [16], а в статьях [21–24] рассматривались объемные детали, то 
есть тела в пространстве. Настоящая статья продолжает эти исследования для случая 
пространства: она посвящена вопросам симметрии объемных деталей. В работах [26, 27] 
рассматривались понятия n-симметрии и центра n-симметрии для плоской пластины. В 
рамках этой статьи эти понятия переносятся на случай пространства и обсуждаются 
применительно к объемному телу произвольной формы. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБОСНОВАНИЯ 

Описывается трехмерное евклидово пространство с заданной прямоугольной 
декартовой системой координат. Под областью понимается замкнутая область этого 
пространства, ограниченная некоторой поверхностью (которая также считается частью 

области). Область V1 называется подобластью области V, если V1  V. 
Область V вместе с определенной в этой области непрерывной неотрицательной 

функцией трех переменных ),,( zyxf  называется телом D, при этом функция ),,( zyxf  

является плотностью тела D. Подобласть области V вместе с соответствующим 

ограничением функции плотности ),,( zyxf  называется подтелом тела D. Массой тела D 

(в соответствии с традиционным определением из [28]) именуется 
 



v

dxdydzzyxfm ),,()D( . 

Несмотря на то, что функция плотности ),,( zyxf  в некоторых точках области V 

может быть равной нулю, для любого тела D предполагается выполненным обязательное 
дополнительное условие: масса самого тела D и масса всякого его подтела должны быть 
больше нуля. 

Частью области V называется одна или несколько ее подобластей, частью 
тела D – одно или несколько его подтел. Если часть G тела D состоит из нескольких 
подтел, то ее масса m(G) считается равной сумме масс этих подтел. 

Плоскость называем плоскостью n-симметрии тела D, если она делит область V 
тела D на две части V1 и V2 так, что 

 

dxdydzzyxfzyxrdxdydzzyxfzyxr

V

n

V

n ),,()),,((),,()),,((

21

  , 

 

где ),,( zyxr – расстояние от точки ),,( zyx  до данной плоскости. 

Если выбранная плоскость оказалась плоскостью n-симметрии рассматриваемого 
тела, то можно говорить, что данное тело является n-симметричным относительно этой 
плоскости. Отметим, что в случае с терминами, использующими n-симметрию, в отличие 
от терминов, связанных с c-симметрией и s-симметрией, префикс n представляет собой не 
просто букву (как c или s), но целое неотрицательное число. Таким образом, общее 
понятие n-симметрии распадается на множество отдельных понятий: 0-симметрия, 1-
симметрия, 2-симметрия и т. д. Легко заметить, что плоскость 0-симметрии представляет 
собой плоскость полумасс, в то время как плоскость 1-симметрии – плоскость равновесия 
(в соответствии с определениями из [16]). Следующая лемма является обобщением лемм 1 
и 2 из статьи [23]. 

Лемма. Существует единственная плоскость n-симметрии тела D, параллельная 
данной плоскости. 

Доказательство. Пусть плоскость П проведена параллельно некоторой изначально 
заданной плоскости По и делит область V на две части – V1 и V2. Будем перемещать 
плоскость П, оставляя параллельной самой себе (а значит, и плоскости По), в 
перпендикулярном ей (а значит, и плоскости По) направлении так, чтобы часть V1 
возрастала, а часть V2 уменьшалась. При этом разность интегралов 
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   будет строго возрастать, так 

как первый из этих интегралов будет увеличиваться (поскольку будет увеличиваться часть 
V1), а второй – уменьшаться (поскольку будет сокращаться часть V2). Легко видеть, что при 
одном крайнем положении (когда часть V1 очень мала) значение этой разности будет 
меньше нуля, а при другом (когда часть V2 очень мала) – больше нуля. Из соображений 
непрерывности очевидным образом вытекает, что найдется единственное промежуточное 
положение плоскости П, такое, при котором рассматриваемая разность будет равна нулю. 
Это положение плоскости П и определит единственную плоскость n-симметрии тела D, 
параллельную изначально заданной плоскости По. 

Говорим, что плоскости пересекаются в одной точке, если имеется точка, 
принадлежащая всем этим плоскостям, и притом такая точка является единственной. 

В соответствии с определениями из работы [23] центр полумасс тела D 
представляет собой точку, в которой пересекаются все плоскости полумасс этого тела (то 
есть все его плоскости 0-симметрии), а центр масс тела D – точку, в которой пересекаются 
все его плоскости равновесия (то есть все его плоскости 0-симметрии). Обобщая эти 
определения, естественно привести понятие центра n-симметрии тела D. Оно звучит 
следующим образом: если все плоскости n-симметрии тела D пересекаются в одной 
точке, то эта точка является центром n-симметрии тела D. 

Таким образом, центр 0-симметрии тела D представляет собой центр полумасс 
этого тела, а центр 1-симметрии – его центр масс. В статье [23] отмечено, что центр                     
0-симметрии (центр масс) тела D всегда существует, в то время как его центр 1-симметрии 
(центр полумасс) может не существовать. Таким образом, в общем случае центр                                 
n-симметрии тела D есть не всегда. 

Тело D, согласно определению, представляет собой пространственную область V 

вместе с определенной в этой области функцией плотности ),,( zyxf . Таким образом,                

n-симметрию тела D можно трактовать как n-симметрию функции трех переменных 

),,( zyxf  в области V (подобная трактовка преобладает в работах [21–24]). 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Понятие центра n-симметрии тела D является обобщением известных понятий 

центра масс и центра полумасс. Введение общего понятия позволяет рассматривать 
известные ранее термины с единой точки зрения, что приводит к упрощению 
формулировок и сокращению доказательств. Следует отметить, что естественное 

требование 0),,( zyxf , накладываемое на функцию плотности, и условие строгой 

положительности массы любого подтела тела D существенно важны для доказательства 
рассмотренной в статье леммы. 
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Abstract. In the article the general concept of n-symmetry is transferred to the case of 

space. The issues of n-symmetry of a spatial body are considered. The concept of the center                  
of n-symmetry of the body is introduced. 

Keywords: symmetry, c-symmetry, s-symmetry, n-symmetry, center of symmetry, center 
of n-symmetry, function of three variables, density function, body, mass, center of mass. 
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