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Аннотация. Рассматривается понятие центра n-симметрии плоской пластины. 

Частными случаями n-симметрии являются s-симметрия и c-симметрия (соответственно              

0-симметрия и 1-симметрия). Установленный ранее достаточный критерий совпадения 

центра c-симметрии плоской выпуклой пластины с началом координат переносится на 

общий случай n-симметрии. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Изготовление и балансировка деталей электрических машин требует 

ответственного отношения к выбору технологий и методов их обработки. При выборе из 

множества современных технологий механической и физико-технической обработки 

деталей машин (разнообразие которых описано, например, в работах [1–13]) важно 

учитывать распределение массы внутри обрабатываемой детали. Существенное значение 

при этом может иметь наличие в распределении массы той или иной симметрии. Поэтому 

представляет интерес изучение вопросов симметрии распределения массы внутри деталей 

машин. При таком изучении рассматриваемые детали могут либо представлять собой 

объемные тела, либо быть плоскими пластинами. Имеется целый ряд исследований, 

посвященных изучению разных видов симметрии как плоских, так и объемных деталей. 

Так, в работах [14–20, 25, 26] изучались вопросы симметрии пластин (плоских деталей), а 
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в статьях [21–24] рассматривались вопросы симметрии тел (объемных деталей). 

Настоящая статья продолжает исследования симметрии пластин. В работе [25] был 

установлен один полезный критерий c-симметрии для плоской выпуклой пластины. Позже 

в работе [26] было введено общее понятие n-симметрии, которое в частном случае при                       

n = 1 совпадает с понятием c-симметрии. В настоящей статье критерий из работы [25] 

переносится на общий случай n-симметрии. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБОСНОВАНИЯ 

Прежде всего напомним основные определения (они приведены в работах [25, 26]). 

Простой областью называется область плоскости, ограниченная замкнутой линией 

без самопересечений (граница области считается частью области, таким образом, всякая 

простая область замкнута). Точки простой области, не лежащие на ее границе, являются 

внутренними точками этой области. Простая область называется выпуклой, если всякая 

прямая, проведенная через любую ее внутреннюю точку, пересекает границу данной 

области ровно в двух точках. Под областью понимается простая область или объединение 

нескольких простых областей. Область S1 называется подобластью области S, если S1  S. 

Простая область S вместе с определенной в этой области непрерывной неотрицательной 

функцией (функцией плотности) называется пластиной D. Подобласть области S вместе с 

соответствующим ограничением функции плотности называется подпластиной пластины 

D (заметим, что область подпластины, в отличие от области пластины, не обязана быть 

простой). Пластина D является выпуклой, если выпукла соответствующая ей область S. 

Функцию плотности пластины D удобно записывать в виде ),( f , считая 

заданной подходящую полярную систему координат (заметим, что при переходе от одной 

системы координат к другой выражение функции ),( f  через координаты изменяется, 

хотя сама функция, как функция точки, остается неизменной). 

Если на плоскости заданы прямая L и пластина D с областью S и функцией 

плотности ),( f , то моментом n-го порядка пластины D относительно прямой L 

называется  

S

),(),()D(  ddfrM
n

n , где ),( r  – расстояние от точки ),(   до 

прямой L. Заметим, что значение момента )D(nM  не зависит от выбора системы 

координат, поскольку функция ),( f  и функция ),( r  при заданной прямой L 

являются функциями точки пластины. 

Отдельно следует рассмотреть моменты нулевого, первого и второго порядков. 

Момент нулевого порядка пластины D не зависит от прямой L и равен массе 

пластины D:   D)(),(),(),()D(

SS

0
0 mddfddfrM    . 

Момент первого порядка пластины D относительно прямой L представляет собой 

статический момент пластины D относительно прямой L в смысле традиционного 

определения [27]: 

S

1 ),(),()D(  ddfrM . 

Момент второго порядка пластины D относительно прямой L представляет собой 
момент инерции пластины D относительно прямой L в смысле традиционного 

определения [27]:  

S

2
2 ),(),()D(  ddfrM . 
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Прямая линия называется линией n-симметрии пластины, если она делит данную 
пластину на две подпластины так, что моменты n-го порядка этих подпластин 
относительно рассматриваемой прямой одинаковы. Как следует из определений статьи 

[16], линии 0-симметрии пластины – это линии полумасс (они делят пластину на 
подпластины одинаковой массы), а линии 1-симметрии – это линии равновесия (они делят 
пластину на подпластины с равными статическими моментами; напомним, что пластина, 
положенная на лезвие бритвы вдоль такой прямой, сохранит равновесие). Линии 

2-симметрии пластины – это прямые, которые делят пластину на две подпластины с 
равными моментами инерции.  

Точка пересечения всех линий n-симметрии пластины называется центром 

n-симметрии данной пластины. Таким образом (в силу определений из статьи [16]), центр 
0-симметрии пластины – это ее центр s-симметрии (центр полумасс), а центр 1-симметрии 
пластины – это ее центр c-симметрии (центр масс). Как было установлено в работах               

[14, 15], центр 1-симметрии всегда существует, в то время как центр 0-симметрии может 
не существовать. Там же было показано, что в случае, когда существуют оба эти центра 
симметрии, они могут не совпадать. 

В работе [25] доказан достаточный критерий совпадения центра c-симметрии плоской 

выпуклой пластины с началом координат. Следующая лемма распространяет этот критерий на 

общий случай n-симметрии (напомним, что функция угла   называется полярно сим-

метричной, если она имеет период π; значения такой функции для углов  , определяющих в 

рамках полярной системы координат противоположные направления, одинаковы). 
Лемма. Пусть начало координат полярной системы является внутренней точкой 

некоторой выпуклой области S пластины D с функцией плотности ),( f , r() – 

расстояние от начала координат до границы этой области вдоль луча, определяемого 

углом , и функция )(nF = 


  

0

1),(

)r(
n df



  является полярно симметричной. Тогда 

пластина D имеет центр n-симметрии в начале координат. 
Доказательство. Пусть выполнены условия леммы и прямая L, проведенная через 

начало координат под углом   ( 0 < ) к горизонтальной оси, делит пластину D                    

на две подпластины – D1 и D2 – с областями S1 и S2 соответственно. Тогда вычисление 
момента n-го порядка пластины D1 относительно прямой L будет выглядеть так 

(рисунок а): 

     
11 SS
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Вычисление момента n-го порядка пластины D2 относительно прямой L выглядит 

похожим образом (рисунок б), причем на заключительном его этапе используется 

полярная симметрия функции )(nF :  
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К вычислению момента: а – Mn(D1); б – Mn(D2)  

Таким образом, моменты Mn(D1) и Mn(D2) оказались одинаковы. Поскольку L 

представляет собой прямую, произвольно проведенную через начало координат, 

следовательно, всякая прямая, проходящая через начало координат, делит пластину D                      

на две подпластины, имеющие равные моменты n-го порядка. Это в свою очередь 

означает, что начало координат является центром n-симметрии пластины D. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Доказанный критерий имеет своим частным случаем лемму 2 из работы [25] 

(утверждение этой леммы получается при n = 1). В случае когда n = 0, этот достаточный 

критерий оказывается также и необходимым (это утверждает лемма 1 из работы [25]).  Между 

тем в общем случае установленный достаточный критерий необходимым не является (это 

подтверждает рассмотренный в работе [25] пример с правильным однородным 

треугольником). Тем не менее этот достаточный критерий может иметь полезные применения 

(пример применения критерия при n = 1 также рассмотрен в работе [25]). 
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ON THE CENTERS OF SYMMETRY OF A FLAT CONVEX PLATE 
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Abstract. The concept of the center of n-symmetry of a flat plate is considered. Special 

cases of n-symmetry are s-symmetry and c-symmetry (0-symmetry and 1-symmetry, 

respectively). The previously established sufficient criterion for the coincidence of the center of 

c-symmetry of a flat convex plate with the origin is transferred to the general case of n-symmetry. 
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