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Аннотация. Рассматривается понятие момента n-го порядка плоской пластины 

относительно заданной прямой. Прямая объявляется линией n-симметрии в случае, если 

моменты n-го порядка двух подпластин, на которые исходная пластина делится этой 

прямой, одинаковы. При этом линии 0-симметрии оказываются линиями полумасс, а 

линии 1-симметрии – линиями равновесия. На более общий случай линий n-симметрии 

переносится лемма, доказанная ранее для линий полумасс и линий равновесия.  
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ВВЕДЕНИЕ 

На данный момент существует большое количество технологий и методов 

механической и физико-технической обработки деталей машин (они описаны, например, в 

работах [1–13]). При выборе какой-либо из этих технологий часто приходится для 

изготовления и балансировки деталей электрических машин учитывать распределение 

массы внутри обрабатываемой детали. Это распределение определяется соответствующей 

функцией плотности, поэтому представляет интерес изучение свойств функции плотности, 

в том числе и тех, которые связаны с каким-либо видом симметрии. В работах [14–20] 

рассматривались вопросы симметрии функции плотности, зависящей от двух переменных, 

и плоские детали (называемые пластинами [16]). В статьях [21–24] были описаны  

объемные детали (таким образом, были освещены вопросы симметрии функции 

плотности, зависящей от трех переменных). Данная статья продолжает исследования 

симметрии плоских деталей (пластин), т. е. симметрии функции плотности, зависящей от 

двух переменных. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБОСНОВАНИЯ 

Рассмотрим плоскость с заданной на ней прямоугольной декартовой системой 

координат. Простой областью называется область этой плоскости, ограниченная 

замкнутой линией без самопересечений (граница области считается частью области, таким 

образом, всякая простая область замкнута). Под областью понимается простая область 

или объединение нескольких простых областей. Область S1 называется подобластью 
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области S, если S1  S. Простая область S вместе с определенной в этой области 

непрерывной неотрицательной функцией двух переменных ),( yxf  называется 

пластиной D, при этом функция ),( yxf  представляет собой плотность пластины D. 

Подобласть области S вместе с соответствующим ограничением функции ),( yxf  

называется подпластиной пластины D (заметим, что область подпластины, в отличие от 

области пластины, не обязана быть простой). 

Массой пластины D называется 
S

),()D( dxdyyxfm . Несмотря на то, что 

функция ),( yxf  в некоторых точках области S может быть равной нулю, для любой 

пластины D предполагается, что выполнено обязательное дополнительное условие: масса 

самой пластины D и масса всякой ее подпластины должны быть больше нуля. 

Прямая линия называется линией полумасс пластины D, если она делит эту 

пластину на две подпластины одинаковой массы. Прямая линия называется линией 

равновесия пластины D, если она делит область S пластины D на две подобласти – S1 и S2 –

так, что  

21 SS

),(),(),(),( dxdyyxfyxrdxdyyxfyxr , где ),( yxr  – расстояние от точки 

),( yx  до данной прямой (заметим, что прямая является линией равновесия пластины в том 

и только том случае, когда эта пластина, положенная на лезвие бритвы вдоль данной 

прямой, будет сохранять равновесие). 

Рассмотренные выше определения соответствуют работе [16]. Они могут быть 

представлены как частные случаи одного более общего определения при помощи понятия 

момента n-го порядка пластины относительно заданной прямой. 

Пусть имеются (рис. 1) прямая L и пластина D с областью S и функцией плотности 

),( yxf . Моментом n-го порядка пластины D относительно прямой L называется 

 

S

),(),()D( dxdyyxfyxrM
n

n , где ),( yxr  – расстояние от точки ),( yx  до прямой L. 

Заметим, что значение момента )D(nM  не зависит от выбора системы координат, 

поскольку функции ),( yxf  и ),( yxr  при заданной прямой L – функции точки пластины. 

Легко заметить, что )D(0M  – это масса )D(m  пластины D, )D(1M  – это статический 

момент пластины D относительно прямой L, а )D(2M  – это момент инерции пластины D 

относительно прямой L (хорошо известные определения статического момента и момента 

инерции можно найти, например, в § 53.6 учебника [25]). 

Пусть прямая L делит пластину D на две подпластины – D1 и D2 – с областями S1 и 

S2 соответственно (рис. 2). Назовем прямую L линией n-симметрии пластины D, если 

)D()D( 21 nn MM  . Очевидно, что линии полумасс теперь оказываются линиями                           

0-симметрии, а линии равновесия – линиями 1-симметрии. Таким образом, линия                                  

0-симметрии делит пластину на две подпластины так, что массы этих подпластин 

одинаковы, линия 1-симметрии – так, что статические моменты этих подпластин 

одинаковы, линия 2-симметрии – так, что их моменты инерции одинаковы. 
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          Рис. 1. Момент относительно прямой            Рис. 2. Линия n-симметрии 

 

Данная ниже лемма представляет собой обобщение лемм 1 и 2 из работы [16].   

Лемма. Существует единственная линия n-симметрии пластины D, параллельная 

данной прямой. 

Доказательство приведем тем же способом, что и доказательства лемм 1 и 2 в 

работе [16]. Пусть прямая L, проведенная параллельно некоторой изначально заданной 

прямой, делит пластину D на две подпластины – D1 и D2 – с областями S1 и S2 так, как 

показано на рис. 2. Будем перемещать прямую L, оставляя параллельной самой себе, в 

перпендикулярном ей направлении (в направлении, показанном на рис. 2 стрелкой). При 

этом разность интегралов  

    

21 SS

),(),(),(),( dxdyyxfyxrdxdyyxfyxr
nn  

будет строго возрастать, так как первый из них будет увеличиваться (поскольку будет 

расти область S1), а второй уменьшаться (поскольку будет сокращаться область S2). 

Очевидно, что при одном крайнем положении (когда область S1 очень мала) значение этой 

разности будет меньше нуля, а при другом (когда область S2 очень мала) – больше нуля. 

Из соображений непрерывности можно заключить, что найдется единственное 

промежуточное положение прямой L, а именно такое, когда рассматриваемая разность 

будет равна нулю. Это положение прямой L и определит единственную линию n-

симметрии пластины D, параллельную изначально заданной прямой. 

В связи с доказанной леммой выглядит естественным следующее определение: 

центром n-симметрии пластины называется точка пересечения всех ее линий                            

n-симметрии. Центр n-симметрии пластины существует в том и только том случае, когда 

все ее линии n-симметрии пересекаются в одной точке. Легко заметить, что центр                     

0-симметрии пластины является ее центром s-симметрии, а центр 1-симметрии – центром 

c-симметрии. Как было установлено в статьях [14, 15], центр 1-симметрии всегда 

существует, в то время как центр 0-симметрии может не существовать. Там же было 

показано, что в случае, когда существуют оба эти центра симметрии, они могут не 

совпадать. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Введенные в статье понятия и установленная лемма позволяют представить 

рассматривавшиеся ранее отдельно в статьях [14–20] для случая плоских пластин 

понятия c-симметрии и s-симметрии как частные случаи единого понятия n-симметрии. 
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При этом s-симметрия выступает как 0-симметрия, а c-симметрия – как 1-симметрия. 

Новое понятие 2-симметрии может оказаться полезным в случаях, когда возможно 

вращение рассматриваемой пластины вокруг заданной прямой.  
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MOMENTS OF A FLAT PLATE RELATIVE TO A STRAIGHT LINE 

AND SOME QUESTIONS OF SYMMETRY 

 

Al.An. Shum1, A.M. Vetoshkin2, An.Al. Shum1 
1Tver State Technical University (Tver) 

 2Mytishchi filial of MSTU named after N. Uh. Bauman (Mytishchi, Moscow region)  

 

Abstract. The concept of n-th order moment of a flat plate relative to a given straight line 

is considered. A straight line is declared to be a line of n-symmetry if the moments of the n-th 

order of two sub-plates into which the original plate is divided by this straight line are the same. 
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In this case, the lines of 0-symmetry turn out to be half-mass lines, and the lines of 1-symmetry – 

lines of equilibrium. The lemma proved earlier for half-mass lines and equilibrium lines can be 

carried over to the more general case of lines of n-symmetry. 

Keywords: symmetry, c-symmetry, s-symmetry, center of symmetry, half-mass line, 

equilibrium line, density function, mass, center of mass, electric machine. 
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