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Аннотация. В статье рассмотрена теория устойчивости оболочек за пределом 

упругости. Отмечен важный аспект: так как в зависимости от истории процесса 

нагружения упругопластической системы ее окончательная деформация, соответствующая 

одной и той же внешней нагрузке, различная, то при исследовании задач неупругой 

устойчивости следует исходить из анализа простых комбинированных процессов 

нагружения, приводящих к различным критическим деформациям. Изучен не только 

вопрос об истории нагружения, которая приводит к минимальному значению критических 

нагрузок, но и вопрос о выборе и осуществлении такой истории нагружения данной 

системы, которая дает для нее максимальное значение предела устойчивости и несущей 

способности. Предложены инновационные методы решения задачи устойчивости при 

простом пропорциональном нагружении для прямолинейных траекторий, реализуемые в 

разработанной программе для ЭВМ. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Современная идея рационального применения материалов путем снижения 

коэффициентов запаса прочности и устойчивости может быть реализована как благодаря 

совершенствованию методов расчета с помощью современных программных 

комплексов, так и благодаря использованию ресурса материалов с учетом 

упругопластической стадии деформирования. Одним из наиболее оптимальных сечений 

в современном строительстве является трубчатое. К такому сечению могут относиться 

стальные электросварные прямошовные трубы, выполненные по ГОСТ 10704-91, трубы 

стальные бесшовные и сварные холоднодеформированные общего назначения, 

выполненные по ГОСТ 32678-2014, и трубы стальные водогазопроводные, 

изготовленные согласно ГОСТ 3262-75. Принятые в данных государственных стандартах 

сечения могут использоваться для различного рода требований. Круглые сечения 

используют на объектах нефтегазовой и химической промышленности, в лабораториях, 

авиастроении, машиностроении, промышленном и гражданском строительстве. 

Трубчатые образцы обладают различными свойствами и разным составом материалов, из 

которых они изготовлены [3–8]. 
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В учебных и научных целях для изучения сечений круглой формы в настоящее 

время используют образцы, выполненные в виде тонкостенных цилиндрических оболочек 

из сталей различных марок, таких как Ст3кп, Ст4пс, Ст5сп, которые относятся по                 

ГОСТ 380-2005 к углеродистым сталям обыкновенного качества. Стоит отметить, что 

применение именно тонкостенных оболочек позволяет раскрыть весь потенциал круглого 

замкнутого сечения, изучить его поведение при различных нагрузках и воздействиях, 

систематизировать полученные решения и сделать ряд выводов о применимости данных 

материалов для развития современной строительной механики и механики 

деформируемого твердого тела [9, 10]. 

Исследователю необходим, помимо образцов для испытаний, современный 

комплекс, благодаря которому можно в полной мере раскрыть все свойства 

испытываемого образца. Этим требованиям соответствует автоматизированный расчетно-

экспериментальный комплекс СН-ЭВМ, разработанный в лаборатории механических 

испытаний кафедры сопротивления материалов, теории упругости и пластичности 

Тверского государственного технического университета. Большое количество задач на 

устойчивость за пределом упругости при комбинированном нагружении на данной 

испытательной машине решили ученые-механики тверской научной школы, 

образовавшейся на основе теории В.Г. Зубчанинова.  

Эксперименты по определению точки потери устойчивости тонкостенных 

цилиндрических оболочек при простом нагружении за пределом упругости стали первым 

шагом в опытной проверке физической достоверности различных вариантов теории 

пластичности, используемых при решении задач устойчивости оболочек. Однако эти 

исследования проводились на ограниченном классе плоских траекторий, например при 

сжатии с кручением или при сжатии с внутренним давлением, передаваемым на оболочку. 

Проблема устойчивости существенно нелинейна, а потому ее линейный анализ следует 

понимать только как аппроксимацию истинного явления. 

Накопление новых теоретических и экспериментальных данных, которые были 

получены при изучении устойчивости тонкостенных упругопластических оболочечных 

систем в сложном напряженном состоянии, имеет особое значение для разработки 

эффективных методов инженерного расчета сооружений [11–15]. Исследованные методы 

впоследствии будут использоваться в системе автоматизированного проектирования и 

обеспечат максимальную достоверность расчета тонкостенных конструкций. 

В современных программных комплексах задействован ряд алгоритмов, с помощью 

которых решают задачи устойчивости, опираясь на различные теории. Наиболее полной из 

этих теорий является теория устойчивости А.А. Ильюшина, однако программ ЭВМ, в 

которых учтены все особенности простого нагружения в момент потери устойчивости 

оболочек, не существует. 

Согласно ст. 1261 Гражданского кодекса, программой для ЭВМ является 

представленная в объективной форме совокупность данных и команд, предназначенных 

для функционирования ЭВМ и других компьютерных устройств в целях                       

получения определенного результата, включая подготовительные материалы, полученные 

в ходе разработки программы для ЭВМ, и порождаемые ею аудиовизуальные 

отображения.  

В данной работе рассматривается соответствие разработанного программного 

комплекса ЭВМ теоретическим расчетам для решения задачи устойчивости при простом 

нагружении оболочек из стали без и с учетом разгрузки материала для пропорциональных 
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процессов докритического нагружения. Приведены примеры программ расчетов 

упругопластических оболочек на устойчивость, которые выступают наиболее полными 

иллюстрациями автоматизированных решений поставленных задач. 
 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Изучение и оценка влияния простого нагружения на напряженно-деформированное 

состояние в цилиндрических тонкостенных оболочках постоянной толщины в процессах 

докритического растяжения, сжатия и внутреннего давления – важные, актуальные задачи, 

решение которых необходимо для проектирования и оптимизации тонкостенных 

конструкционных материалов и изделий.  

Рассмотрим теоретический аспект решения задачи устойчивости тонкостенной 

цилиндрической оболочки для процессов пропорционального нагружения за пределом 

упругости [16].  

При принятых допущениях решение данной задачи сводится к решению задачи о 

собственных числах, на основе которой можно вычислить значение гибкости оболочки 

hRi /3  в зависимости от величины модуля вектора напряжений   и параметров 

волнообразования m и n, реализующихся при потере устойчивости. При расчетах на 

основе теории устойчивости А.А. Ильюшина система алгебраических уравнений 

принимает вид: 
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Для определяющих функций пластичности принимаем аппроксимации 
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где   – параметр пластичности А.А. Ильюшина;  – параметр разупрочнения. 

В основу модифицированной теории устойчивости оболочек за пределом упругости 

В.Г. Зубчанинова [1] положено предположение, что бесконечно малое продолжение 

процесса, связанное с бифуркацией, является простым или локально простым. В этом 

случае 
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где для зоны пластической догрузки ,2 kGP   а для зоны разгрузки GP 2 . 

Основные уравнения задачи принимают вид [1, 2]: 
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При решении выражения (5) можно получить новые уравнения задачи 

устойчивости по теории пластин и оболочек в момент бифуркации, позволяющие оценить 

достоверность известных решений по другим теориям, например теории устойчивости 

А.А. Ильюшина (см. формулу (1)).  

Уравнения (1)–(5) являются основными выдержками из математически сложной 

задачи, которая подробно раскрывается в работах [1, 2, 16–18]. Для облегчения процесса 

самого расчета было предложено выполнить представленные решения на ЭВМ на языке 

программирования Visual Basic for Applications (VBA). Этот язык позволяет в кратчайшие 

сроки проводить верификацию всех теоретических расчетных решений на основе 

экспериментальных данных для пропорциональных процессов докритического 

нагружения цилиндрических оболочек за пределом упругости.  

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Программа выполняет расчет на устойчивость цилиндрических оболочек, 

изготовленных из материалов со сложными механическими свойствами, и может быть 

применена для расчета элементов в строительных сооружениях. Она предназначена для 

решения задачи бифуркации оболочки из стали для пропорциональных процессов в 

момент потери устойчивости, помогает обработать экспериментальные данные, 

полученные при процессах нагружения и деформирования материалов, и вывести 

зависимости для функций, определяющих векторные и скалярные свойства этих 

материалов. Иными словами, программа отвечает на вопрос о бифуркации оболочки при 

процессах пропорционального докритического нагружения оболочки осевой сжимающей 

силой, крутящим моментом и внутренним давлением в девиаторном пространстве 

деформаций.  

Расчеты выполнены для экспериментально реализованных Ч. Джоном процессов на 

оболочках из стали 45 [1, 2, 16]. Испытано 14 оболочек. Траектории нагружения 

; 

, 

; 

. 
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приведены на рис. 1 и 2. На рис. 1 оси S1–S3 маркированы как компоненты вектора 

напряжения S в зависимости от направления траектории, оси Э1–Э3 на рис. 2 – компоненты 

вектора деформации Э. Экспериментальные точки потери устойчивости на рис. 1 и 2 

обозначены как П1–П14. 

 

 

Рис. 1. Поверхность критических напряжений оболочек из стали 45 

 

 

Рис. 2. Поверхность критических деформаций оболочек из стали 45 

 

При решении задачи устойчивости цилиндрической оболочки для пропорци-

ональных процессов докритического нагружения во время расчета на ЭВМ в качестве 

исходных данных вводятся модуль сдвига материала, длина оболочки, радиус оболочки, 

деформации для первой точки, количество точек, шаг по деформациям, осуществляется 

выбор варианта теории устойчивости и критериев сравнения по координате границы 

раздела зон. После ввода данных задаются параметры напряженного состояния и 

происходит обнуление массива гибкостей при выполнении начальных условий. Далее 

выполняются непосредственно решение задачи устойчивости и вывод исходных данных 
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для построения поверхности критических деформаций и напряжений, которые 

необходимы для оценки влияния на устойчивость нагружения.  

Поверхности проецируются на экспериментальной поверхности (см. рис. 1, 2), 

выполненной для 14 процессов на оболочках из стали 45, и представлены кривыми 1–4 на 

рис. 3 [16].  
 

 

а 

 

б 

Рис. 3. Поверхность: а – критических напряжений; б – критических деформаций; 

1–6 – кривые поверхностей 

Для решения задачи устойчивости оболочки с учетом сложного характера 

деформирования при сложном докритическом нагружении (поверхность 5 на рис. 3) для 

пропорциональных процессов при выполнении расчета на ЭВМ в качестве исходных 

данных вводятся модуль сдвига материала, радиус оболочки, начальное значение модуля 

деформаций, шаг по деформациям, длина оболочки, материальные параметры, критерий 

сравнения, а также осуществляется выбор варианта теории устойчивости. После этого 
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определяются параметры напряженного состояния, выполняются очистка массива 

гибкостей, расчет начальных условий и аппроксимация диаграммы. 

В нулевом приближении решается алгебраическое уравнение при чисто-
пластической бифуркации, устанавливаются промежуточные параметры нулевого 
приближения, осуществляются итерационный процесс, расчет интегралов, решение 

квадратного уравнения в первом приближении, определяются промежуточные параметры 
первого приближения и решается задача устойчивости. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Программа ЭВМ предназначена для изучения воздействия нагружения в момент 

бифуркации на устойчивость металлических оболочек из стали в механике 
деформируемого твердого тела. Была решена задача комплексного обоснования 

применяемой теории устойчивости цилиндрических оболочек с учетом простого и 
сложного нагружения, при этом были вычислены параметры устойчивости при сжатии, 
кручении, внутреннем давлении и комбинированном нагружении материала.  

Результаты исследования, проведенного в статье, могут быть интересны 
специалистам, занимающимся разработкой моделей пластичности, ресурса и надежности 
конструкций, использоваться в тестировании как отечественных, так и зарубежных 
программных комплексов, предназначенных для решения задач устойчивости 

тонкостенных конструкций, работающих за пределом упругости [17–19].  
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SOLUTION OF THE PROBLEM OF STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL  

MADE OF STEEL FOR PROPORTIONAL LOADING PROCESSES 

IN A COMPUTER PROGRAM 

 

S.V. Cheremnykh 

Tver State Technical University (Tver)   
 

Abstract. The theory of stability of shells beyond the elastic limit is considered. Marked: 

since, depending on the history of the loading process of an elastic-plastic system, its final 

deformation corresponding to the same external load is different, the study of inelastic stability 

problems should proceed from the analysis of simple combined loading processes leading to 

various critical deformations. Not only the question of the loading history, which leads to the 

minimum value of critical loads, is considered, but also the question of choosing and implementing 

such a loading history of this system, which gives it the maximum value of the stability limit and 

load-bearing capacity. Innovative methods for solving the problem of stability under simple 

proportional loading for rectilinear trajectories in the direction of structural mechanics and 

mechanics of deformable solids, implemented in the developed computer program, are proposed. 

Keywords: computer program, stability, bifurcation, shell, simple loading, trajectory, 

deformation, mechanics. 
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