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Аннотация. Изучены понятия s-симметрии и c-симметрии плоской пластины. 

Установлен критерий совпадения центра c-симметрии плоской выпуклой пластины с 

началом координат, который представляет собой аналог полученного ранее критерия для 

случая s-симметрии. Рассматривается пример применения нового критерия. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работах [1–13] описаны многочисленные технологии и методы механической и 

физико-технической обработки деталей машин. Чтобы выбрать конкретную технологию 

изготовления и балансировки, нужно учитывать распределение массы внутри 

обрабатываемой детали. При этом та или иная симметрия  распределения массы может 

играть важную или даже определяющую роль. Таким образом, интерес представляет 
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изучение вопросов симметрии распределения массы внутри деталей, как плоских, так и 

объемных. В статьях [14–20] исследовались вопросы симметрии плоских деталей (иначе 

называемых пластинами [16]), а в статьях [21–24] рассматривались вопросы симметрии 

деталей объемных. В настоящей статье продолжаются исследования симметрии плоских 

деталей, т.е. пластин, и в первую очередь авторы отталкиваются от результатов статьи [17]. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБОСНОВАНИЕ 

Простой областью называется область плоскости, ограниченная замкнутой линией 

без самопересечений (границу области считаем частью области, поэтому всякая простая 

область замкнута). Точки простой области, не лежащие на границе, являются ее 

внутренними точками. Простая область называется выпуклой, если всякая прямая, 

проведенная через любую внутреннюю точку этой области, пересекает ее границу ровно в 

двух точках. Под областью понимается простая область или объединение нескольких 

простых областей. Область S1 называется подобластью области S, если S1  S.  

Простая область S вместе с определенной в этой области непрерывной 

неотрицательной функцией (функцией плотности) – это пластина D. Подобласть облас- 

ти S вместе с соответствующим ограничением функции плотности называется 

подпластиной пластины D (отметим, что область подпластины, в отличие от области 

пластины, не должна быть простой). Пластина D называется выпуклой, если выпукла 

соответствующая ей область S. 

Функцию плотности пластины D будем записывать в виде , считая заданной 

подходящую полярную систему координат (следует отметить, что при переходе от одной 

системы координат к другой выражение функции  через координаты изменяется, 

хотя сама функция (как функция точки) остается неизменной). 

Массой пластины D называется .  

Если прямая линия делит пластину на две подпластины одинаковой  массы, то это 

линия полумасс пластины D. Прямая линия называется линией равновесия пластины D, 

если она делит область S пластины D на две подобласти, S1 и S2, так, что 

, где  – расстояние от точки  

до данной прямой (заметим, что прямая является линией равновесия пластины в том и 

только том случае, если эта пластина, положенная на лезвие бритвы вдоль данной прямой, 

будет сохранять равновесие). 

Рассмотренные выше определения соответствуют определениям из статьи [16].  

В этой же статье введены понятия центров симметрии: центром s-симметрии (центром 

полумасс) пластины D называется точка пересечения всех ее линий полумасс, а центром  

c-симметрии (центром масс) пластины D называется точка пересечения всех ее линий 

равновесия (это понятие центра масс совпадает с традиционным [25]). Центр c-симметрии 

пластины D всегда существует и единственен, в то время как центр s-симметрии может и 

не существовать (но если он существует, то также единственен). Как показывают примеры 

из статьи [14], возможны случаи, когда оба центра симметрии существуют, но не со-

впадают. 
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Функцию угла  назовем полярно-симметричной, если она имеет период π. Зна-

чения такой функции одинаковы для углов , определяющих противоположные направ-

ления в рамках полярной системы координат. 

Нижеприведенный критерий для центра s-симметрии установлен в [17]. 

Лемма 1. Пусть начало координат полярной системы является внутренней точкой 

некоторой выпуклой области S пластины D с функцией плотности и r() – 

расстояние от начала координат до границы этой области вдоль луча, определяемого 

углом . Тогда пластина D имеет центр s-симметрии в начале координат в том и только 

том случае, когда функция =  является полярно-симметричной. 

Для центра c-симметрии похожий критерий представляет следующая лемма. 

Лемма 2. Пусть начало координат полярной системы является внутренней точкой 

некоторой выпуклой области S пластины D с функцией плотности , r() – 

расстояние от начала координат до границы этой области вдоль луча, определяемого 

углом , и функция  =  является полярно-симметричной. Тогда 

пластина D имеет центр c-симметрии в начале координат. 

Доказательство. Из теорем [16] и определения центра масс следует, что центр масс 

пластины D находится в начале координат в том и только том случае, когда выполнены 

следующие условия: 

 

 

 

 

 

 

Эти условия для случая, когда функция  полярно-симметрична, т.е. имеет 

период π, выполнены. В самом деле, выполнение первого условия подтверждают 

следующие вычисления: 
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Аналогичные вычисления подтверждают выполнение второго условия: 
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Таким образом, центр масс пластины находится в начале координат. Лемма до-

казана. 

Следует отметить, что критерий, определяемый леммой 1, является необходимым и 

достаточным, в то время как критерий, определяемый леммой 2, является достаточным, но 

не является необходимым, так как возможен пример пластины D, имеющей центр масс в 

начале координат, для которой функция  не является полярно-симметричной. Таким 

примером является однородная пластина, имеющая форму правильного треугольника и 

центр масс в начале координат. В этом случае значения функции  для значений            

угла , определяющих противоположные направления к вершине треугольника и от нее, 

будут разными (так как расстояние до границы области в направлении вершины вдвое 

больше, чем такое же расстояние в противоположном направлении, а функция плотности 

имеет постоянное значение). 

Доказано [17], что для любой внутренней точки выпуклой области можно так 

определить функцию плотности, что полученная пластина будет иметь центр                       

s-симметрии (центр c-симметрии) именно в этой точке. Данное утверждение в статье [17] 

для случая s-симметрии представляет собой теорему 1, а для случая c-симметрии – 

теорему 2. Критерий, определяемый леммой 1, в статье [17] использован для до-

казательства теоремы 1. Покажем, как критерий, определяемый леммой 2, может быть 

использован для обоснования теоремы 2. 

Для этого начало координат поместили в ту точку области, которая должна быть 

центром c-симметрии, а функцию плотности определили как , где r() – 

расстояние от начала координат до границы области вдоль луча, определяемого углом  

[17]. Требуется доказать, что центр масс полученной пластины находится в начале 

координат. Чтобы это сделать, можно рассмотреть функцию , которая в данном 

случае будет выглядеть следующим образом: 

. 

Функция  оказалась постоянной, а значит, полярно-симметричной. Следова-

тельно, согласно лемме 2 центр c-симметрии пластины D (т.е. ее центр масс) находится в 

начале координат. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Два разных понятия симметрии – c-симметрия и s-симметрия – имеют в то же время 

немало общих черт, что позволяет исследовать их похожими средствами. На основе двух 

критериев совпадения центра симметрии с началом координат, представленных в 

настоящей статье леммами 1 и 2, показан пример того, как можно использовать параллели 

между этими двумя видами симметрии. 
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A NOTE ON THE CENTERS  

OF S-SYMMETRY AND C-SYMMETRY OF A FLAT PLATE 

 

Al.An. Shum1, A.M. Vetoshkin2, An.Al. Shum1 
1Tver State Technical University (Tver)  

2Mytishchi filial of MSTU named after N.Uh. Bauman (Mytishchi, Moscow region)  

 

Abstract. The concepts of s-symmetry and c-symmetry of a flat plate are studied.                    

A sufficient criterion is established for the coincidence of the center of c-symmetry of a flat 

convex plate with the origin, which is an analogue of the previously obtained criterion for the 

case of s-symmetry. An example of applying the new criterion is considered. 

Keywords: symmetry, c-symmetry, s-symmetry, center of symmetry, half-mass line, 

equilibrium line, density function, mass, center of mass, electric machine. 
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